
函数 极限 连续  

极限  
 

极限存在的充要条件是在 处的左极限和右极限均存在并且相等

⚠

 
求极限时注意分⺟和分⼦有时不能直接使⽤基础极限公式，直接使⽤可能会导致精度丢失问题，应该使⽤泰勒公式。

⭐

求极限时为⾮零常数因⼦可以先求出来。

三⻆函数和化积与差化积  
 

三⾓函数差化积、和化积

通过代数变换我们可得

此时令 可得

同理 与 也可以变换

极限存在准则  

夹逼准则  

 

若存在 时 当 时 且 那么

夹逼准则多⽤在给你 或 的极限 让你去求 的极限 此时 的极限不好求
我们需要去寻找 或 的极限 利⽤夹逼准则可以直接求出 的极限

单调有界准则  

单调有界数列必有极限，单调递增有上界数列和单调递减有下界数列必有极限。

证明数列有界⽅法：（1）基本不等式。（2）归纳法。（3）放缩法。

证明数列单调⽅法：（1）作差，⼤于0递增，⼩于0递减。（2）作商，⼤于1递增，⼩于1递减。

 



"1^(∞)"型极限常⽤结论  
 

若 且
那么

泰勒公式

✨

 
 

 

 

连续  
 

函数在 处连续的充要条件是在 处即左连续又右连续 即左右极限相等且等于

零点定理  

 

如果 在 上连续 且 那么⾄少存在⼀点 使得

 

导数  

导数存在条件  
导数存在的充要条件是左右导数都存在且相等



导数公式

✨

 
 

 

链式法则  
 

已知 的导数为 那么 的导数为？

令 那么

即

例 求 即

⾼阶导数  
 

 

微分运算法则  
 



微分中值定理  

罗尔定理  
 

如果 满⾜以下条件

在闭区间 上连续
在开区间 可导

那么在 内⾄少存在⼀点 使得

推论 若在区间 上 则⽅程 在 上最多有 个实根

 

拉格朗⽇中值定理  
 

如果 满⾜以下条件

在闭区间 上连续
在开区间 可导

那么在 内⾄少存在⼀点 使得

 

柯⻄中值定理  
 



如果 满⾜以下条件

在闭区间 上连续
在开区间 可导 且 在 内每⼀点处均不为零

那么在 内⾄少存在⼀点 使得

 

拐点  
 

⼆阶可导 如果 为曲线 的拐点 那么

如果 且 在 两侧异号 或 则点 为函数 的拐点

 

渐近线  
 

⽔平渐近线

若 或 或 那么 是曲线 的⽔平渐近线

铅直渐近线

若 或 或 那么 是曲线 的铅直渐近线

斜渐近线

若 且 或 或 那么 是曲线 的斜渐近线

曲率与弧微分  
 

的弧微分

曲率 为曲率半径

 
曲线 在点 处的曲率为 在点 处的法线上 在曲线凹的⼀侧取点

使得 以 为圆⼼ 为半径的圆称为曲线在点 处的曲率圆 圆⼼ 称为在点 的曲率中⼼

 



不定积分  

积分公式

✨

 
 

常⽤变量代换  
 

看到 令 或

看到 令

看到 令

 

分部积分公式  
 

例如



 

定积分  

积分中值定理  
 

若 在 上连续 则存在点 使得

 

为正偶数
为⼤于⼀的奇数

其中 连续

 

反常积分  
 

为 上的连续函数 如果极限 存在 则反常积分 收敛 如果不存在就是发散

常⽤结论 收敛
发散

 
在点 任⼀领域内都⽆界 那么点 成为 的瑕点。函数 在 上连续 点 为函数 的瑕点

如果极限 存在 则此极限为函数 在 上的反常积分 记为 收敛 如果不存在就是发散

常⽤结论 收敛
发散

收敛
发散



⾼斯积分  
 

 

定积分应⽤  

计算⼏何公式  
 



若平⾯区域 由曲线 围城 其⾯积为

若区域 由曲线 和 及 轴围成则

区域 绕 轴旋转⼀周所得到旋转体的体积为

区域 绕 轴旋转⼀周所得到旋转体的体积为

曲线弧长

则

则

则

旋转体侧⾯积
曲线 和直线 及 轴所围成区域绕 轴旋转所得旋转体的侧⾯积为

 

微分⽅程  

⻬次微分⽅程  
 

令 则

⼀阶线性微分⽅程  
 

形如 的⽅程

通常直接利⽤公式 其中 与 可以互换

⾼阶微分⽅程  
 

形如 型的微分⽅程 令

形如 型的微分⽅程 令



⾼阶线性微分⽅程  
 

齐次微分⽅程
⾮齐次微分⽅程

 
如果 和 是齐次⽅程两个线性⽆关的特解 那么 是齐次⽅程齐次⽅程的通解

如果 是⾮齐次⽅程的⼀个特解 和 是齐次⽅程两个线性⽆关的特解
则 是⾮齐次⽅程的通解

 

⼆阶常系数线性齐次微分⽅程形式为 特征⽅程为 的两个根为

若 通解为

若有 个不等根 通解

若 通解为

若有 个重根 通解

若 通解为

⼆阶常系数线性⾮齐次微分⽅程形式为

若 其中 为 的 次多项式 则⽅程特解可以设置为
其中 是与 同次的多项式 是特征⽅程含根 的重复次数

若 其中 和 分别为 的 次 次多项式

则⽅程特解可以可以设置为

其中 和 是两个 次多项式
当 不是⽅程 特征根时
当 是⽅程 特征根时

多元函数微分学  

全微分  
 

 
全微分存在的充要条件

如果函数 的偏导数 和 在点 处连续 则函数 在点 处可微



 

克莱罗定理  
在某些条件下，求偏导数的顺序并不重要。具体来说，如果⼀个函数具有连续的⼆阶偏导数，则其混合偏导数相等。 

 
如果 在 处具有连续的⼆阶偏导数 那么：

即

隐函数求导  

注意

⚠

：  

 

由⽅程 确定隐函数 则

设⼆元函数 是整体函数 那么隐函数 关于 的偏导数为

同理

其中求 或 时不需要去管 把 看做⼀个常数即可

⽤两边同时对 求导的⽅法求偏导数时 此时 不可忽视
例如 此时

多元函数的极值与最值  

⽆约束极值  

 

⼆元函数 在点 的某领域内有⼆阶连续偏导数 又
记

则有以下结论
若 则 为 的极值点
若 则 为 的极⼤值点
若 则 为 的极⼩值点

若 则 不为 的极值点

若 则 可能为 的极值点 也可能不为 的极值点

可能取得的极值点就两种 驻点和偏导数不存在的点

约束极值  

 



⼆元函数 在条件 条件下的极值点⽅法

构造拉格朗⽇函数
将 分别对 求偏导数 构造⽅程组

解出 其中 就是函数 在条件 下可能的极值点

⼆重积分  
 

如果积分域 关于 对称 那么

坐标系平移：有时⼆重积分是⼀个圆，但圆⼼并不在原点，此时可以换元进⾏坐标系平移。

 

 

 

 

⚠

 
 



将⼆元⽅程转换为极坐标⽅程时 我们知道 的值但也不能直接带⼊

例如 此时我们知道 但是换元时

交换积分次序时顺序不能搞错

例如 交换积分次序后应该为 ⽽不是

参数⽅程注意对应区间关系。包括具体取值 与 的对应关系。

去根号要加绝对值。

渐近线正负⽆穷都要看。

多元函数最值需要考虑边界情况。

注意积分时上下限都要代⼊ 不能飘。

求解矩阵等价等⼀系列问题注意题⽬转换。例如求⽅程组通解

不定积分 注意带绝对值 包括去根号 注意⼀些题⽬条件限定 例如矩阵可逆⾏列式不为

有时带积分号不容易看出来，记得整体换元思想

多元最值，有时条件极值约束的等式可以直接带换掉

若 为 矩阵， 为 矩阵，若 ，则 注意 是什么东西

⼆重积分转换极坐标注意不要遗漏
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